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RESUMO

O trabalho trata da substituicdo de uma funcdo transcendente por uma polinomial, determinada através do
polindmio Interpolador de Newton, em um determinado intervalo, de forma que as caracteristicas nesse
espaco tenham um desempenho similar a da funcdo original. A pesquisa possibilita inimeras aplica¢cdes no
ramo cientifico, pois fun¢Bes polinomiais admitem uma previsibilidade melhor na exposi¢do dos seus
graficos como também na entrada de pontos analiticos e resultados de facil manipulagdo e exposi¢do. Foram
apresentados alguns exemplos de aplicacdo no céalculo de integrais, apresentando os célculos e obtendo a
funcdo interpoladora. Um quadro comparativo foi exibido com quatro funcBes transcendentes,
apresentando resultados igualmente aceitaveis. A substitui¢do destas fun¢des no célculo integral possibilita
resultados com erros com uma margem possivelmente aceitaveis em intervalos preestabelecidos.
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ABSTRACT

The work deals with the substitution of a transcendental function by a polynomial one, determined through
Newton's Interpolator polynomial, in a certain interval, so that the characteristics in that space have a
performance similar to that of the original function. Research enables numerous applications in the
scientific field, as polynomial functions allow better predictability in the display of their graphics as well
as in the entry of analytical points and results that are easy to manipulate and display. Some examples of
application in the calculation of integrals were presented, presenting the calculations and obtaining the
interpolating function. A comparative table was displayed with four transcendental functions, presenting
equally acceptable results. The substitution of these functions in the integral calculation allows results with
errors with a possibly acceptable margin in pre-established intervals.
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INTRODUCAO

A etimologia da palavra Trigonometria revela “pistas” sobre como utiliza-la, suas
aplicacBes e a importancia de contetidos ha Matematica e em outros campos cientificos—tri (trés),
gonos (angulos) e metron (medir) (RODRIGUES et al, 2022). A trigonometria € um ramo da
matematica onde 0s gregos e babilénios foram os pioneiros a analisar e desenvolver estudos sobre
as relacOes existentes entre os lados e os angulos dos triangulos retdngulos enquanto tentavam
resolver os classicos problemas de astronomia (SILVA e LIMA, 202).

Em consideragdo aos calculos matematicos das fungdes trigonométricas, muitos esfor¢os
sdo realizados a fim de reduzir e simplificar a fungdo dada para uma basica, como a exemplo, as
fungdes seno , cosseno e tangente de um arco, onde sus graficos, limites e estudo sdo muito
conhecidos em inumeras literaturas, o que torna a interpretagdo do resultado uma forma mais
simples e exata de expressa-la. Com base nisso, a trigonometria, como qualquer outra area
cientifica, desenvolveu-se no mundo antigo a partir de necessidades que foram se moldando
através da modernidade e sendo abracada em varias areas da ciéncia.

Oliveira (2021) faz uma importante relacdo entre a trigonometria e a astronomia. Segundo
0 autor, a astronomia possui intimas conexfes com a origem historica da trigonometria. Por sua
vez, Nogueira (2009), afirma que o nascimento da ciéncia se encontra estreitamente ligada a
astronomia.

Lima et al (2005) relata que as funcOes trigonométricas constituem um tema importante
da Matematica, tanto por suas aplicagdes (que vao desde as mais elementares, no dia a dia, até as
mais complexas, na Ciéncia e na alta Tecnologia) como pelo papel central que desempenham na
Anélise.

Dante (2016) comenta sobre 0s movimentos das marés, da radiagdo eletromagnética, da
luz visivel, dos péndulos, das molas, sdo fenémenos fisicos periddicos. As funcoes
trigonométricas, principalmente as senoides, sdo 6timas para descrever aproximadamente tais
fendmenos, uma vez que sdo funcgdes periddicas. Mesmo que sejam modelos aproximados dos
fendmenos reais, sdo importantes pela sua simplicidade: neles sdo necessarios apenas quatro
parametros para ajustar, de forma bastante razoavel, uma senoide, uma cossenoide a um fenémeno
periodico.

Na concepcdo de lezzi (2013) a trigonometria, como a conhecemos hoje, na sua forma
analitica, r emonta ao século XVII. Seu florescimento dependia de um simbolismo algébrico
satisfatorio, 0 que ndo existia antes dessa época. Mas, considerando o termo trigonometria no seu
sentido literal (medida do tridngulo), a origem do assunto pode ser situada j& no segundo ou
terceiro milénio antes de Cristo. O papiro Rhind, importante documento sobre a matematica

egipcia (aproximadamente 1700 a.C.), menciona por quatro vezes o seqt de um angulo, em
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conexdo com problemas métricos sobre pirdmides. O seqt do angulo OMV na figura abaixo é a
razdo entre OM e QV e, portanto, corresponde a ideia atual de cotangente.

Segundo Boyer (1947), os povos egipcios ja a utilizavam a trigonometria, de forma
inconsciente, nas construcdes de suas pirdmides. Sua trigonometria era considerada primitiva,
pois ainda ndo existia as relagbes métricas do tridngulo retangulo naqueles tempos, porém, o
pensamento era 0 mesmo, mesmo que sendo aplicado com outras unidades e padrdes de medidas
diferentes dos nossos.

As pirdmides egipcias eram construidas de maneira a que a inclinacdo de uma face sobre
a base (medida de OMV) fosse constante — aproximadamente 52°. Egipcios e babildnios
(aproximadamente 1500 a.C.) e posteriormente os gregos usavam reldgios de sol em que era
utilizada a mesma ideia. Tais rel6gios consistiam basicamente em uma haste BC, chamada pelos
gregos de gnomon, fincada verticalmente no chdo. O exame da variagdo da amplitude da sombra
AB projetada pela haste propiciava a determinacdo de parametros, como a duracdo do ano.

Figura 1: Imagem dos primeiros pardmetros trigonométricos.

X

Fonte: lezzi (2013).

Metodologia

O artigo propbe a substituicdo de funcgBes trigonométricas por outra polinomial
utilizando o método de Newton por diferencas divididas. Este problema surgiu durante a
exposicao da disciplina de Calculo Numérico em uma palestra realizada na Universidade Esamaz,
na cidade de Belém, quando da realizacdo de uma integral que ndo apresentava uma reducao
algébrica eficaz e correta, momento em que um aluno sugeriu a possibilidade da troca da funcao.

Inicialmente, ndo compreendi o questionamento, mas fiquei refletindo da possibilidade.
Agora em 2022, em dezembro em atividade com o grupo de pesquisa comecamos a trabalhar a
possibilidade e através deste trabalho chegamos a alguns resultados plausiveis que serdo expostos
a sequir.

Com relacdo ao método de diferencas divididas, na concep¢do de Barroso et al (1987),
Sperandio et al (2003), seja y = f(x) a funcdo que contém os pontos distintos (Xi , Yi), onde i =
0,1,2,3,...n.
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A derivada primeira da funcéo f(x), no ponto X, é definida por:

ooy SO = f(xo)
[ (xo) = x——xo
A diferenca dividida de 12 ordem é definida como uma aproximacéo da derivada primeira,
ou seja:

flx, x] = w usando f[x,x,] ou Ay, como notacédo de diferenga dividida, temos:
—Ao0

Fazendo x = x4, tem-se a diferenca dividida de 1% ordem, em relacdo aos argumentos Xo € Xu.:
flxg) —flxo)

Ayo = f [x1,%0] =
yo =S [x1, %] PR

Em geral, a diferenca dividida de 12 ordem, pode ser definida por:

F(xi+1) — flxp)

hy; = flx, xi+1] =

Xi+ 1= X
Lembrando y; = f(xi), vem:
Yiv1 — Ji
Ay, = ———
Xit1 — Xj

A diferenca dividida de ordem zero é assim definida:
Ky =Flx]1=Flx) =y

Pode-se escrever a diferenca dividida de 12 ordem em funcéo da diferenca divididas de ordem

zero:
FGiv) —F)  flxm 1 -5 By — &y
By =f [xixier 1= — — = = = ,
i1 — X X1 — X Xi+) — Xj
Generalizando, podemos expressar a diferenca dividida por:
n=1_. n=1_
My =f L2 X0, Xppy 1= 4 L0 Xobes Koty 1= f L5 Xiens Kt A yiv1 - Ay

Xitn ~ Xi Xitn — Xi

Considere a tabela de aplicacdo de diferencas dividida:

i Xi Yi
0 0,8 25
1 1,2 3,8
2 2 6,8
- 38-25 1,3
My = [xox, |= 21220 _387e0 2 oo0
Xy — Xg 12—-08 04
Ay, =[xpx, | = 22=2L _68-38_ 3 _
¥2 T % 2-12 o8 7

375-3,25 05
= " = 0416
2-08 1,2
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[xlsxi ] — [xo-x1]
Xy — Xp

Myg = [xox,%] =

Agrupando os valores em uma tabela temos:

i Xi Yi Ay; 8 y;
0 0,8 2,5 3,25 0,416
1 1,2 3,8 3,75

2 2 6,8

Observando a tabela do exemplo acima nota-se que com trés pontos dados, podem ser
calculadas duas diferencas divididas de 12 ordem e uma de 22 ordem. Genericamente, tendon + 1
pontos disponiveis, pode-se calcular n diferencas divididas de 12 ordem, n — 1 de 22 ordem e assim

sucessivamente, até uma diferenca dividida de ordem n.

Teorema: Considerando uma fungéo f(x) é uma polinomial de grau n que passa
pelos pontos (Xo,Yo), (X1,Y1), (X2,Y2), «-.... T (XK YK) e , (Xn,Yn), entdo a diferenga
dividida de ordem K, f[X,Xi, Xi+1, Xi+2, ..., Xi+k-1], € um polinémio de grau n — K,
(BARROSO et al 1987, p. 96).

A tabela de diferencas divididas faz surgir o polinémio interpolador de Newton, como
segue abaixo:

P,(x) = yo + (x — x0). Byy + (x — x0). (x — x1). Nyo +o (= x0) (= xq) . (X — X5 1)- A"yo

A proposta do trabalho é atribuir pontos dentro de um intervalo preestabelecido de forma
que a funcdo trigonométrica fique substituida por uma fungdo polinomial em um determinado
intervalo, de forma que tenha uma similaridade pelo menos parcial em um intervalo

preestabelecido.

Materiais e métodos

As maiores duvidas ocorrem no célculo de integrais em que a simplificacdo das fungdes
trigonométricas se torna inviavel, e o processo tedrico indicado é calcular a integral por processos
numericos como a regra do trapézio ou de Simpson.

Como exemplo, vamos calcular a integral da funcéo:

1 cosx
dx
o 1+x

Fazendo o grafico da fungdo encontramos:
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Figura 2. Plot da funcédo apresentada pelo Geogebra

Fonte: Autores

Percebemos a partir de x maior de - 0,99 temos uma curva estabelecida ao redor do 1°
guadrante e quando x for menor que -1,01 a curva seré estabelecida no entorno do 3° quadrante.

Entendemos que esta fungdo transcendente pode ser representada por duas curvas
polinomiais.

Para tentarmos a substituicdo, temos que atribuirmos pontos aleatorios para as duas
possiveis curvas representativas:

12 Curva representativa no em torno do 1° quadrante:
cosx
1+x

X y
0 1

y:

/4 =0.785 0,396

n/2=1,57 0

I1=3,13 -0,24

Colocando os dados na tabela de Newton para diferencas divididas temos:

X y Ay R y; i
0 1 -0,7694 0,169 -0,008
/4 =0.785 0,396 -0,50446 0,15
w/2=1,57 0 -0,154
I1=3,13 -0,24

Utilizando o polinémio de Newton temos:
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P, (x) = yo + (x — x¢). Byg + (x — x0). (x — x,). A2)’0 F o (= x0) (2 — xq) e (X — X g). An)’o

P,(x) =14+ (x —0).(—0,7694) + (x — 0).(x — 0,785).0.169 + (x — 0)(x — 0,785)(x — 1,57).(—0,008)
Pn(x) =1 -0,7694x + 0,169x2 - 0.132x - 0,008x3 + 0,01884x2 - 0,00985x

Pn(x) =1-0,91x + 0,1878x2 - 0,008x3

Fazendo o grafico para x > - 0,99 temos:

Figura 3. Plot da funcdo apresentada pelo Geogebra

v

Fonte: autores

Com o gréfico da fungdo obtida através da interpolagdo de Newton, observamos que para
0 dominio (-0,99 < x < 5) temos uma curva similar a curva representativa em torno do 1°
guadrante.

Com relacéo ao célculo da integral:

1 cosx
f dx
o 1+x

Desenvolvendo pelo aplicativo Calculus tools obtemos como resultado 0,601. Calculando
a integral no intervalo de 0 a 1 com a fun¢éo substitutiva:
1. fol( 1-0,91x + 0,1878x% — 0,008x3)dx = 0,6056
Observando os resultados observamos a ocorréncia de um erro em torno de 0,77%, ou

seja, neste intervalo um erro menor que 1%.

Fazendo a alterag&o dos limites da integral, temos:

2 cosx
j dx
o 1+x

Desenvolvendo pelo aplicativo Calculus tools obtemos como resultado 0,6418.

Calculando a integral no intervalo de 0 a 2 com a fung&o substitutiva:

2
f (1-091x + 0,1878x? — 0,008x3)dx = 0,6488
0



| 439

Observando os resultados observamos a ocorréncia de um erro em torno de 1,09%, ou

seja, neste intervalo um erro préximo a 1%.

22 Curva representativa no em torno do 3° quadrante:

cosx
y= 1+x
X y
-1,5 -0,14
-n/2 =-1,57 0
-T -0,47
-2n -0,19

Colocando os dados na tabela de Newton para diferengas divididas temos:

X y Ay; 8 y; Ny
-1,5 -0,14 -2 -1,4 -0,31
-m/2 =-1,57 0 0,30 0,045
- - 0,47 0,09
-2n -0,19
Utilizando o polindmio de Newton temos:
P(%) = yo + (x — x9). Byg + (x — x0). (x — ). B yg + . (x = Xg). (X — X1) oo (X — x,_1). Ay

B,(x) =—-0,14+ (x +1,5).(—=2) + (x + 1,5). (x + 1,57).(—1,4) + (x + 1,5)(x + 1,57)(x + 3,14).(—0,31)
P,(x) = —0,31x3 — 3,32x% — 10,2x — 9,73

Fazendo o gréafico para x < - 1,5 obtemos:

Figura 4. Plot da funcdo apresentada pelo Geogebra

Fonte: autores
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Com o gréfico da funcdo obtida através da interpolacdo de Newton, observamos que para
0 dominio (- 0,9 < x < -4) temos uma curva similar a curva representativa em torno do 3°
guadrante.

Obviamente este caso aplica-se a integral cuja os limites sejam compativeis ao intervalo,
ou seja com x < - 1,5, 0 que teriamos um resultado préximo.

Com relacdo ao célculo da integral:

1 cosx
f dx
o 1+x

Desenvolvendo pelo aplicativo Calculus tools obtemos como resultado 0,601. Calculando
a integral no intervalo de 0 a 1 com a fungdo substitutiva para a funcdo calculada para o 3°

guadrante:
1
j (—0,31x3 — 3,32x% — 10,2x — 9,73)dx = 13,86
0

Observando os resultados observamos a ocorréncia de um erro ndo aceitavel, ou seja,
neste intervalo ndo consideramos a sua aplicacéo, justamente pela opcao da projecdo do grafico
em torno do 3° quadrante diversamente do intervalo solicitado.

A seguir segue um quadro comparativo de algumas fungdes transcendentes e a sua

transformacdo para fungdo polinomial.

Resultado utilizando
- Resulta -
FUNCOES o funcao interpoladora Gréfico Graéfico da
TRANSCEDENTES Real no intervalo de Real Funcéo
integracéo
Interpoladora
1. f”/z senx fon/z(—O,4X3 +
1+ x?
’ 0,52 |0,93x% —
senx 0,147x)dx = 0,42
T 14
T
fg(—0,2x3 —1,15x2
2. 0
y T3 sem?x + 1,33x)dx = 0,22
sen’x Jo T+x2+0 ] 0,15
1+ x2+x°




| 441

s
3
tgx f”ﬂ tox_ f (0,75x3 — 1,48x2
YTiee | 1R 045 |
+ 1,4x)dx = 0,43
4.
3] 1
g f - (Zx +1 )dx ’ 3 2
_In(x+1) 1 Xt fl (—0,012x3 + 0,1x
=——
il 0'457 —0,34x + 0,6)dx

= 0,466

i
-

Observando o quadro acima percebemos muitas similaridades no intervalo
solicitado da integral com os gréaficos das fungdes solicitadas inicialmente e da funcédo
interpolada pela interpolacdo de Newton (Diferenca divididas).

Na funcéo 1, obtemos como resultado da integral obtido na calculadora o valor de
0,52. Calculando a funcéo interpoladora tivemos como resultado o valor de 0,42, um valor
bem préximo ao interpolado. Observando os graficos percebemos que a curva da funcéo
original no intervalo de 0 a 7/2, equivalente a 0 a 1,57, apresenta uma similaridade neste
intervalo quando interpolamos a funcdo. Olhamos apenas para 0 eixo X, notando esses
intervalos.

Com relacéo a funcéo 2, obtivemos um valor proximo ao valor real e com relagéo
aos graficos, no intervalo solicitado de 0 a @/3 ou 0 a 1,047, o grafico apresenta uma
similaridade, olhando apenas para o €ixo X, no intervalo solicitado.

A funcdo 3, apresentou um resultado praticamente igual ao valor real, e o grafico
quando x varia de 0 a /3 ou de 0 a 1,047, temos um grafico semelhante.

A funcdo 4, apesar de ndo conter fungdes trigonomeétricas envolvidas, apresentou
um resultado praticamente igual quando interpolada no intervalo solicitado. O grafico,

observado quando x varia de 1 até 3, apresentou uma similaridade.
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Consideracoes finais

O processo mostrou que fungbes transcendentes, podem ser substituidas por uma
polinomial, quando observado um intervalo especifico do dominio expresso pelos gréficos.

E importante frisar que os resultados obtidos n&o s&o iguais, possuem uma aproximacao
e uma similaridade com a fungdo original. Naturalmente existe o erro de célculo efetuado na
substituicdo das funcBes que deve ser considerado.

Com relacdo ao célculo de integrais, observando o limite ofertado pela proposta, é
interessante utilizar a fungdo que mais se adequa ao intervalo proposto e amostrado no gréfico.

O fato de substituirmos a fungdo apresentada por uma polinomial no intervalo solicitado,
abre uma série de discussdes a respeito. Na ciéncia podemos ter avancos significativos em relagdo
as funcdes apresentadas e as interpoladas.

O célculo das fungdes interpoladas pode ser obtido por programas em poucos segundos,
sendo possivel fazer muitas interpola¢fes otimizando os resultados que calculamos com apenas
4 interpolagdes, e m todos os casos usamos uma funcdo do 3° grau, sendo que programas como o
Excel, da Microsoft ja fazem com inimeras interpolagdes.

E provavel que quanto o maior ndmero de interpolagdes, consigamos uma fungdo mais
perfeita e com resultados com menos erros apresentados, tornando o assunto mais interessante

para efetuarmos a substituicGes das fungdes apresentadas.
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